  Chuyên đề:    

                     
 
A/ CƠ SỞ LÝ LUẬN:
C

hứng minh đường thẳng luôn đi qua một điểm cố định là một dạng toán thường gặp trong các kì thi Olympic toán học: IMO, VMO, Olympic 30/4 … Đây là một dạng toán chứng minh đòi hỏi chúng ta phải có kĩ năng dự đoán điểm cố định, điều này yêu cầu phải có kinh nghiệm, kiến thức tổng hợp và nhiều kĩ năng khác trong việc giải quyết một bài toán hình học phẳng. Vì lẽ đó mà đây là dạng toán hay và làm nhiều học sinh bối rối khi đối diện, cụ thể là học sinh không thể dự đoán được điểm cố định. Việc dự đoán điểm cố định có thể:

• Thông qua kết quả hình học trong mô hình quen thuộc.

• Thông qua vẽ hình chính xác.

• Thông qua những suy luận và tính toán ban đầu (chẳng hạn cho điểm di động di chuyển về các đầu mút, hoặc di chuyển về các điểm đặc biệt …)

Việc dự đoán điểm cố định là nhân tố quan trọng để ta định hình công cụ và phương pháp giải bài toán đó. Khi tạo ra bài toán đường đi qua điểm cố định người ta có thể dựa vào một số kết quả hình học quen thuộc, sau đó giấu đi một số chi tiết, yêu cầu người làm toán phải phát hiện ra kết quả hình học đó mới dự đoán được điểm cố định. Bài viết này sẽ phân tích việc dự đoán điểm cố định và chứng minh đường thẳng đi qua điểm cố định thông qua một số kết quả hình học trong mô hình quen thuộc.
B/  NỘI DUNG ĐỀ TÀI:

I/ CÁC BƯỚC CỦA PHƯƠNG PHÁP CHỨNG MINH ĐI QUA ĐIỂM

CỐ ĐỊNH.

+ Bước 1: Xác định rõ các yếu tố cố định đã biết.

+ Bước 2: Xác định tứ giác nội tiếp liên quan đến điểm cố định.

+ Bước 3: Chứng minh đường thẳng hoặc đường tròn đi qua điểm cố định.

II/ CHỨNG MINH ĐƯỜNG THẲNG ĐI QUA ĐIỂM CỐ ĐỊNH.
Ví dụ 1( VMO 2014) Cho tam giác ABC nhọn nội tiếp (O), trong đó B;C cố định và A thay đổi trên (O). Trên các tia AB; AC lần lượt lấy các điểm M;N sao cho MA=MC và NA=NB. Các đường tròn  ngoại tiếp các tam giác AMN và ABC cắt nhau tại P khác A. Đường thẳng MN cắt đường thẳng BC tại Q

a/ Chứng minh ba điểm A;P;Q thẳng hàng.

b/Gọi D là trung điểm của BC. Các đường tròn có tâm M; N  và cùng đi qua A cắt nhau tại K khác A.Đường thẳng qua A vuông góc AK cắt BC  tại E. Đường tròn ngoại tiếp tam giác ADE cắt (O) tại F khác A. Chứng minh đường thẳng AF đi qua 1 điểm cố định.
                                   [image: image1.png]



Dự đoán điểm cố định: A di động trên đường tròn; MA=MC; NA=NB ta nghĩ đến các đường tròn giao nhau. Bên cạnh đó giả thiết đường thẳng qua A vuông góc với AK giúp ta nghĩ đến đường tròn đường kính hoặc tiếp tuyến với đường tròn. Từ đó dẫn đến lời giải sau:  Giả sử AB<AC các TH còn lại hoàn toàn tương tự. Vì M nằm ngoài đoạn AB và N nằm trong đoạn AC. Do NA=NB nên góc NBA bằng góc NAB và do MA=MC nên góc MCA bằng góc MAC. Từ đây suy ra góc  NBA bằng góc MCA hay tứ giác BMCN nội tiếp và QM.QN=QB.QC
Như vậy Q có cùng phương tích đối với (O) và (OMN) nên Q nằm trên trục đẳng phương AP của hai đường tròn.  Suy ra đpcm 

Phần tiếp theo ta chứng minh O thuộc (ADE). Ta có O;M nằm trên trung trực của AC nên OM vuông góc AC. Tương tự ON óc MN vuông góc  AB. Nên O là trực tâm tam giác AMN. Suy ra AO vuông góc MN.
 Xét hai đường tròn (M;MA) và (N;NA) ta có AK vuông góc MN. A;O;K thẳng hàng nên góc AOE bằng góc EDO =900 suy ra O thuộc (ADE) 

AE đi qua giao 2 tiếp tuyến tại B; C của (O) nên AF đi qua điểm cố định.
Ví dụ 2: (VMO 2007) Cho hình thang ABCD có đáy lớn BC và nội tiếp (O). Gọi P là 1 điểm thay đổi trên BC và nằm ngoài đoạn BC sao cho PA không là tiếp tuyến của (O). Đường tròn đường kính PD cắt (O) tại E khác D. Gọi m là giao điểm của BC với DE, n là giao của PA với (O) khác A. CM: MN đi qua 1 điểm cố định
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Dự đoán: Hai đường tròn có dây DE chung đi qua M, ta kết nối với  đường tròn thứ 3 từ đó áp dụng tính đồng quy của 3 trục đẳng phương để CM thẳng hàng
Hướng dẫn giải: Gọi A’ là điểm đối xứng của A qua O. Ta chứng minhN;M;A’ thẳng hàng từ đó suy ra MN qua A’ cố định
Thật vậy DE là trục đẳng phương của (O) và (T1) đường kính PD vì góc PNA’ bằng 900 nên NA là trục đẳng phương của (O) và (T2) đường kính PA’.


Giả sử DA cắt BC tại F, do góc ADA’ bằng 900 nên góc PFA’bằng 900  đo đó F là giao điểm thứ 2 của (T1)  và (T2)  suy ra FP là trục đẳng phương của  (T1)  và (T2)  
Vì các trục đẳng phương suy ra DE;FP và NA’ đồng quy tại M nên M;N;A’ thẳng hàng.
Bài tập:
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Bài 1.   Cho đường tròn (O) bán kính R và một đường thẳng d cắt (O) tại C, D. Một điểm M di động trên d sao cho MC > MD và ở ngoài đường tròn (O). Qua M kẻ hai tiếp tuyến MA, MB (A, B là tiếp điểm). Chứng minh đường thẳng AB đi qua điểm cố định.

Giải:  

Gọi H là trung điểm CD và giao điểm của
 AB với MO, OH lần lượt là E, F. 

Có tam giác OBM vuông tại B, đường cao BE

Suy ra OE. OM = OB2 = R2    (1)

Có 
[image: image3.wmf]·

·

0

FHMFEM90

==


Suy ra tứ giác MEHF nội tiếp

Có hai tam giác vuông OHM và OEF đồng dạng

Suy ra 
[image: image4.wmf]OHOMOE.OM

OF

OEOFOH

=Þ=

 (2)

Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image5.wmf]2
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Do đường tròn (O), đường thẳng d cho 

trước, nên OH không đổi. Suy ra OF không đổi, điểm F cố định.

Do đó đường thẳng AB đi qua điểm F cố định.

 + Bài toán vẫn đúng trong trường hợp điểm M nằm trên tia đối của tia CD. Khi đó đường thẳng AB vẫn đi qua điểm F cố định. 

Bài 2. Cho đoạn thẳng AC cố định, điểm B cố định nằm giữa A và C. Đường tròn (O) thay đổi luôn đi qua A và B. Gọi PQ là đường kính của đường tròn (O), PQ vuông góc AB, (P thuộc cung lớn AB). Gọi CP cắt đường tròn (O) tại điểm thứ hai I. Chứng minh QI luôn đi qua một điểm cố định khi đường tròn (O) thay đổi.
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 Giải: Gọi IQ cắt AB tại K. Ta có tứ giác PDKI nội tiếp 

Tam giác CIK đồng dạng tam giác CDP

Suy ra 
[image: image6.wmf]CICK
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  (1)

Có hai tam giác CIB và CAP đồng dạng

Suy ra 
[image: image7.wmf]CICA
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  (2)

Từ (1) và (2) suy ra 
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EMBED Equation.DSMT4[image: image9.wmf]CA.CB
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Do A, B, C cố định nên CA, CB, CD không đổi 

(D là trung điểm AB)

Khi đó độ dài CK không đổi; nên K cố định. Suy ra IQ luôn đi qua điểm K cố định.

Bài 3.  Cho đường tròn tâm O và hai điểm A, B  cố định thuộc đường tròn đó (AB không phải là đường kính). Gọi M là trung điểm của cung nhỏ 
[image: image10.wmf]»

AB

.Trên đoạn AB lấy hai điểm C, D phân biệt và không nằm trên đường tròn. Các đường thẳng MC, MD cắt đường tròn đã cho tương ứng tại E, F khác M 

      1)  Chứng minh rằng bốn điểm C, D, E, F nằm trên một đường tròn.
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      2)  Gọi O1​​, O2 tương ứng là tâm các đường tròn ngoại tiếp tam giác ACE và BDF. Chứng minh rằng khi C, D thay đổi trên đoạn AB các đường thẳng AO1 và BO2 luôn cắt nhau tại một điểm cố định.

Giải: 1) Xét trường hợp C nằm giữa A và D

Có 
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EMBED Equation.DSMT4[image: image20.wmf]·

·

MCBMFE

=


Có 
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Suy ra  
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Có 
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 là 2 góc đối của tứ giác CDFE 

Suy ra tứ giác CDFE nội tiếp 

* Xét trường hợp D nằm giữa A và C. 

Ta cũng chứng minh được C, D, F, E cùng nằm trên một đường tròn.
Vậy C, D, F, E cùng nằm trên một đường tròn. 

2) Hạ O1H
[image: image27.wmf]^

AC , có O1A = O1C 
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EMBED Equation.DSMT4[image: image29.wmf]D
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O1H vừa là tia phân giác 
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(góc ở tâm và góc nội tiếp.......)
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Xét 
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AO1H vuông tại H 
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EMBED Equation.DSMT4[image: image52.wmf]·
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Do đó MA là tiếp tuyến của (O1). Kéo dài AO1 cắt (O) tại N

Suy ra 
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M, O, N thẳng hàng, có MN 
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AB. Suy ra N là điểm chính giữa cung lớn 
[image: image57.wmf]»

AB


Lập luận tương tự BO2 đi qua N là điểm chính giữa cung lớn 
[image: image58.wmf]»

AB

.
Do đó AO1, BO2 đi qua N là điểm chính giữa cung lớn 
[image: image59.wmf]»

AB

.
Lập luận tương tự D nằm giữa A và C thì AO1 và BO2 cũng đi qua N 

Vậy AO1 , BO2 luôn đi qua 1 điểm cố định .

Bài 4.   Cho tam giác ABC và điểm D di chuyển trên cạnh BC (D khác B và C)

Đường tròn (O1) đi qua D và tiếp xúc AB tại B. Đường tròn (O2) đi qua D và tiếp xúc AC tại C. Gọi E là giao điểm thứ hai của (O1) và (O2)

a) Chứng minh rằng khi D di động trên đoạn BC thì đường thẳng ED luôn đi qua một điểm cố định

b) Kết quả trên còn đúng không trong trường hợp D di động ở ngoài đoạn BC.
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Giải: a) Gọi (O) là đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC

Có 
[image: image60.wmf]·

·

·

·

ABCBED;ACBCED

==

. Suy ra 
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Do đó tứ giác ABEC nội tiếp 

Gọi DE cắt đường tròn (O) tại điểm thứ hai S.

Từ 
[image: image62.wmf]·
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nên hai cung AC và SB bằng nhau

Do đó S là điểm cố định.

b) Trường hợp điểm D nằm ngoài đoạn BC.

Chẳng hạn D nằm trên tia đối tia CB.

(trường hợp D thuộc tia đối tia BC chứng 

minh tương tự). 

Ta chứng minh được bốn điểm

A, B, C, E cùng nằm trên đường tròn (O). Gọi DE cắt (O) tại điểm thứ hai S
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Kẻ tia Cy là tia đối của tia CA.

Khi đó trong đường tròn (O2) ta có
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Suy ra 
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·

CEDACB

=

  (không đổi)

Suy ra 
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(không đổi)

Nên góc SEC không đổi

Vậy điểm S cố định.

* Bài 5.  Cho góc vuông xAy, điểm B cố định trên Ay, điểm C di chuyển trên Ax. Đường tròn tâm I nội tiếp tam giác ABC tiếp xúc với AC, BC theo thứ tự ở M, N. Chứng minh rằng đường thẳng MN luôn đi qua một điểm cố định.
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Giải:

Gọi H là giao điểm của AI với MN.

Từ CM = CN, nên tam giác CMN

cân tại C. Suy ra 
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Do đó 
[image: image67.wmf]·

µ

0

1

BNH90.C

2

=+


Do I là giao điểm các đường phân

giác trong của tam giác ABC,

nên 
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Do đó 
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. Suy ra tứ giác BIHN nội tiếp.

Lại có 
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. Do đó tam giác ABH vuông tại H,

lại có 
[image: image71.wmf]·
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. Suy ra tam giác ABH vuông cân tại H

Do A, B cố định, nên điểm H cố định.

Vậy MN luôn đi qua điểm H cố định.

Bài 6.  Cho đường tròn tâm O, dây AB. Điểm M di chuyển trên cung lớn AB. Các đường cao AE, BF của tam giác ABM cắt nhau ở H. Đường tròn tâm H bán kính HM cắt MA, MB theo thứ tự ở C, D. 

a) Chứng minh rằng đường thẳng kẻ từ M vuông góc với CD luôn đi qua một điểm cố định.
b) Chứng minh rằng đường thẳng kẻ từ H và vuông góc với CD cũng đi qua một điểm cố định.
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Giải: a) Kẻ tiếp tuyến Mx với đường tròn (O)

Ta có 
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 (góc nội tiếp và góc tạo bởi…)

Có tứ giác ABEF nội tiếp đường tròn

đường kính AB, nên 
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Do đó 
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, suy ra Mx//EF.

Do đó OM
[image: image75.wmf]^

EF

Ta có H là tâm đường tròn ngoại tiếp tam

giác MCD, HE
[image: image76.wmf]^

MD,

 nên E là trung điểm MD

Tương tự F là trung điểm MC

Suy ra EF là đường trung bình tam giác MCD

Do đó EF//CD, mà OM
[image: image77.wmf]^

EF

Suy ra OM
[image: image78.wmf]^

CD. Do đó điểm cố định là O.

b) Gọi K là điểm đối xứng với O qua AB, 
ta có OK
[image: image79.wmf]^

AB, mà MH
[image: image80.wmf]^

AB. Suy ra MH//OK. 

Lại có trong tam giác khoảng cách từ trực tâm tam giác đến đỉnh bằng 2 lần khoảng cách từ tâm đường tròn ngoại tiếp đến cạnh tương ứng. Do đó MH = OK

Vậy tứ giác MHKO là hình bình hành. Suy ra HK//OM, mà OM
[image: image81.wmf]^

CD, 

nên HK
[image: image82.wmf]^

CD. Vậy đường thẳng kẻ từ H vuông góc CD đi qua điểm K.

Do O, AB cho trước, nên K là điểm cố định.
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 Bài 7.  Cho tam giác ABC, M là điểm bất kì thuộc đường tròn (O) ngoại tiếp tam giác ấy. Gọi D là điểm đối xứng với M qua AB, E là điểm đối xứng với M qua BC. Chứng minh rằng khi điểm M di chuyển trên đường tròn (O) thì DE luôn đi qua một điểm cố định.   

Giải:

Gọi H, I, K theo thứ tự là chân các đường

vuông góc kẻ từ M đến AB, AC, BC

Ta có H, I, K thẳng hàng (đường thẳng Xim- xơn).

Gọi N là trực tâm của tam giác ABC.

AN cắt (O) tại F. Ta có 
[image: image83.wmf]·
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, 

suy ra BC là trung trực NF, mà BC là trung trực

của ME. Suy ra 
[image: image84.wmf]µ
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Có 
[image: image85.wmf]µ
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(góc nội tiếp). Có  
[image: image86.wmf]¶
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11

KC
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(tứ giác MCKI nội tiếp)

Suy ra 
[image: image87.wmf]¶

µ

1

KE
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, do đó NE//HK

Chứng minh tương tự có ND//HK

Vậy D, N, E thẳng hàng. Vậy DE đi qua trực tâm N của tam giác ABC, nên DE đi qua điểm cố định.

Bài 8.  Cho đường tròn tâm (O). Từ điểm A cố định ở ngoài (O) kẻ tiếp tuyến AB, AC tới (O) (B, C tiếp điểm). Lấyđiểm M trên cung nhỏ BC. Gọi D, E, F thứ tự là hình chiếu từ M đến BC, AC, AB. Gọi MB cắt DF tại P, MC cắt DE tại Q. Chứng minh đường thẳng nối giao điểm của hai đường tròn ngoại tiếp tam giác MPF và MQE luôn đi qua một điểm cố định.
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Giải : 

Gọi đường tròn ngoại tiếp tam giác

MPF và MQE cắt nhau tại M, N. Đường thẳng

MN cắt PQ, BC thứ tự tại K và I.

Ta có các tứ giác MDCE, MDBF nội tiếp

 Từ các tứ giác nội tiếp và góc tạo bởi

giữa tiếp tuyến và dây cung.

Suy ra 
[image: image88.wmf]·
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Suy ra 
[image: image90.wmf]·
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Do đó MPDQ là tứ giác nội tiếp

Suy ra 
[image: image92.wmf]·
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Do đó PQ//BC

Từ  
[image: image93.wmf]·
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 . 

Suy ra KQ là tiếp tuyến của đường tròn (MQE)

Chứng minh tương tự KP là tiếp tuyến của đường tròn (MPF)

Ta có KM. KN = KQ2, KM. KN = KP2. Suy ra KP = KQ.

Xét tam giác MBC, PQ//BC, KP = KQ. 

Theo định lí Ta lét, suy ra I là trung điểm BC. 

Vậy MN đi qua điểm cố định I là trung điểm BC.

III/ CHỨNG MINH ĐƯỜNG TRÒN ĐI QUA ĐIỂM CỐ ĐỊNH.

Bài 9. Cho tam giác ABC cân tại A. Gọi M, N thứ tự là các điểm di động trên các đường thẳng AB, AC sao cho trung điểm I của MN nằm trên cạnh BC. Chứng minh rằng đường tròn qua 3 điểm A, M, N luôn đi qua một điểm cố định khác A.
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Giải: Xét trường hợp M thuộc cạnh 

AB khi đó N thuộc tia đối của tia CA 

(trường hợp N thuộc cạnh AC thì 

chứng minh tương tự)

Gọi giao điểm đường cao AH của tam giác ABC

với đường tròn đi qua 3 điểm A, M, N là G.

 Vì 
[image: image94.wmf]D

ABC cân tại A, nên AH là phân giác 
[image: image95.wmf]·

BAC

  

Vậy GM = GN, hay 
[image: image96.wmf]D

GMN cân tại G 


[image: image97.wmf]Þ

GI 
[image: image98.wmf]^

MN  (1) 
 Lại có 
[image: image99.wmf]D

GIM đồng dạng CHA (g.g) 

nên 
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 Có B, G cùng nằm trên nửa mặt phẳng bờ MI.

 Suy ra tứ giác MBIG nội tiếp.  Suy ra 
[image: image101.wmf]·
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Suy ra GB
[image: image102.wmf]^

AB tại B. Do đó G là giao điểm của AH và đường thẳng đi qua B vuông góc AB

 Suy ra G cố định. Vậy đường tròn đi qua A, M, N đi qua 1 điểm cố định khác A. 

Bài 10.   Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O), I là điểm chính giữa của 
[image: image103.wmf]»

BC

 không chứa A. Vẽ đường tròn (O1) đi qua I và tiếp xúc với AB tại B, vẽ đường tròn (O2) đi qua I và tiếp xúc với AC tại C. Gọi K là giao điểm thứ hai của hai đường tròn (O1), (O2).

a) Chứng minh rằng ba điểm B, K, C thẳng hàng.

b) Lấy điểm D bất kì thuộc cạnh AB, điểm E thuộc tia đối của tia CA sao cho 
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BD = CE. Chứng minh đường tròn ngoại tiếp tam giác ADE luôn đi qua một điểm cố định khác A.

Giải: 

a) Tứ giác ABIC nội tiếp, nên
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Có 
[image: image105.wmf]¶
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Do đó 
[image: image106.wmf]¶
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Do đó B, K, C thẳng hàng.

b) Có 
[image: image107.wmf]D

IBD = 
[image: image108.wmf]D

ICE (c. g. c)

Suy ra 
[image: image109.wmf]·
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Do đó 
[image: image110.wmf]·
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Suy ra tứ giác ADIC nội tiếp

Vậy đường tròn ngoại tiếp tam giác ADE luôn đi qua điểm cố định I khác A.
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 Bài 11.  Cho đường tròn tâm O đường kính AB, điểm C cố định trên đường kính ấy (C khác O). Điểm M chuyển động trên đường tròn. Đường vuông góc với AB tại C cắt MA, MB theo thứ tự ở E, F. Chứng minh đường tròn ngoại tiếp tam giác AEF luôn đi qua qua một điểm cố định khác A.

Giải: * Trường hợp điểm C thuộc đoạn OB

Gọi K là giao điểm của đường tròn ngoại

tiếp tiếp tam giác AEF với cạnh AB.

Ta có 
[image: image111.wmf]µ
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 (cùng phụ với góc B)

có 
[image: image112.wmf]µ
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 (cùng bù với 
[image: image113.wmf]·
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Suy ra 
[image: image114.wmf]µ

µ
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, 

do đó FC là trung trực BK, hay BC = CK

Do B, C cố định, nên K là điểm cố định.

Vậy đường tròn ngoại tiếp tam giác AEF
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luôn đi qua điểm K cố định.

* Tương tự trường hợp

 điểm C thuộc đoạn OA.

Ta có đường tròn ngoại tiếp tam giác AEF

luôn đi qua điểm K cố định.

[image: image148.emf]�

O

�

P

�

Q

�

I

�

C

�

B

�

K

�

D

�

A

Bài 12.  Cho tam giác ABC, đường cao AH, (H nằm giữa B và C). Dựng về phía ngoài tam giác ABC các tam giác BAE và CAF sao cho 
[image: image115.wmf]·
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, 
[image: image116.wmf]·
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. Chứng minh rằng đường tròn ngoại tiếp tam giác HEF luôn đi qua một điểm cố định khác H khi góc 
[image: image117.wmf]a

< 900 thay đổi.

Giải: 

Gọi M, N, P thứ tự là trung điểm BC, AC, AB. 

Có tam giác AEB đồng dạng tam giác AFC

Từ các tứ giác AHBE, AHCF

nội tiếp. Suy ra 
[image: image118.wmf]·
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Có EP = MN = 
[image: image119.wmf]1
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[image: image120.wmf]1
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. Có 
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Do đó 
[image: image123.wmf]D

EPM = 
[image: image124.wmf]D

MNF, suy ra 
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Suy ra 
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                    = 
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Mà 
[image: image128.wmf]·
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.
Có H, M cùng nằm trên nửa mặt phẳng bờ EF. Suy ra E, H, M, F cùng nằm trên một đường tròn. Suy ra đường tròn ngoại tiếp tam giác HEF luôn đi qua một điểm cố định M là trung điểm BC (khác H)
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Bài 13.  Cho đường tròn (O) và dây cung AB. Lấy điểm E trên dây cung AB (E khác A và B). Qua E vẽ dây cung CD của đường tròn (O). Trên hai tia DA, DB lấy hai điểm P, Q đối xứng qua E. Chứng minh rằng đường tròn (I) tiếp xúc với PQ tại E và đi qua C luôn đi qua một điểm cố định khi E di động trên dây cung AB. 

Giải:

Gọi M là giao điểm của AB và đường

tròn (I), EP là tiếp tuyến của (I), nên
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                        (1)

Mặt khác 
[image: image130.wmf]·
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(góc nội tiếp…) (2)

Từ (1) và (2), suy ra tam giác CMA đồng dạng với tam giác QED (g. g)


[image: image131.wmf]AMDE

CMQE

Þ=

                   (3)

Chứng minh tương tự 


[image: image132.wmf]·
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, nên

tam giác BMC đồng dạng tam giác DEP (g. g)


[image: image133.wmf]BMDEDE
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    (4)

Từ (3) và (4) suy ra 
[image: image134.wmf]AMBM
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.

Do đó đường tròn (I) luôn đi qua trung điểm M của AB là điểm cố định.

C/  MỘT SỐ BÀI TOÁN .

Bài 14.  Cho góc vuông xOy. Các điểm A và B theo thứ tự di chuyển trên các tia Ox và Oy sao cho OA + OB = k (k không đổi). Vẽ các đường tròn (A; OB), và (B; OA). Gọi M, N là các giao điểm của (A) và (B). Chứng minh đường thẳng MN luôn đi qua một điểm cố định.

Bài 15.  Cho đường tròn (O) cố định. Tứ giác ABCD luôn luôn ngoại tiếp đường tròn (O). Gọi I, J thứ tự là trung điểm của AC và BD. Chứng minh đường thẳng IJ

đi qua một điểm cố định khi tứ giác ABCD thay đổi.

Bài 16.  Cho đường tròn (O) và dây BC cố định. Tiếp tại B và C với đường tròn (O) cắt nhau tại N. Điểm A di động trên cung lớn BC, vẽ dây AM của đường tròn (O) sao cho AM//BC, MN cắt đường tròn (O) tại điểm thứ hai K. Chứng minh đường thẳng AK luôn đi qua một điểm cố định.

Bài 17.  Cho tam giác ABC các góc đều nhọn, cạnh BC cố định. Các đường cao của tam giác ABC là AD, BE, CF.  Đường thẳng EF cắt BC tại P. Đường thẳng đi qua D song song EF cắt AC tại R và cắt AB ở Q. Chứng minh đường tròn ngoại tiếp tam giác PQR luôn đi qua một điểm cố định khi điểm A thay đổi.

                                                                 Lào  Cai , ngày 17 tháng 5 năm 2018
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